Y Kvadratsatninger og Pascals trekant

V¥ Parentesregler
At gange ind:
expand
x(5y+1) = Sxy+x
2:-(3x—y)=6x—2y
Hvorfor gelder det? Det er definitionen pé parenteser

At sette udenfor:

X —|—2x=x~( ¢ +2)

AP —2h=2h-(2h—1)

Hvorfor gelder det? Ger prove fra hejre mod venstre.

Udregn:
(x—1)-7

(5x+2)-(2x+5)

St udenfor parentes:
2 2 _
3xy—12xy =

247 — 152 +3z=

V¥ Kvadratsztninger
Hvad betyder 72, 53, 10%2

Hvad betydera4, z“, (v — 2)2, (x+ 1)8?

Hvad er forskellen pé 2 x og (2 x)3

Argumenter for de tre kvadratsatninger
(a—I—b)2=az—l—2ab—i—b2
(a—b)2=a2—2 ab + b

(a+b) (a-b)=d"— b

Anvend kvadratsetningerne til at udregne:
(z+7)°

(x=9)7

(2x+3)°




Anvend kvadratsatningerne til at omskrive (fra hgjre mod venstre:)
2
X —25=

x2+12x+36=

9x —12x+4=

Anvend kvadrats@tningerne til at udregne folgende som hovedregning:
117, 15°

19°

1047

98>

95-105

52-48

Y (a+5)

Hvordan skal man udregne (a + b)3?
I handen:

(a+b)’=(a+b)(a+b)’=(a+b)-(a*+2ab+b*)=

Med maple:
expand( (a + b)3)
@ +3b+3ab’+5b (1.3.1)
Vi kan skrive det pélinjen:
expand( (a +b)3) i’ +3d°b+3ab*+b

Gor det samme med (a +b)4og med (a +b)5

Stil udtrykkene op under hinanden:
expand( (a + b)z); expand( (a+ b)S); expand( (a + b)4)
a+2ab+b
S+38b+3ab’+ b
A +4db+6a" b +4ab’ +b (1.3.2)

Hvert enkelt led indeholder et vist antal a'er og b'er (er der ingen b'er siger vi der er 0).
Tallene foran kaldes for koefficienter.
Kan du se et system i koefficienterne?

Prov at give et bud pa, hvad (a + b)5 mon er, uden forst at expande.
Nar du har et forslag s tjek med expand

Y Pascals trekant



Her ser du starten pa Pascals trekant (ved at lade cursoren glide hen over ser du tabellen bag
ved, og ser, hvor du selv kan skrive:)

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 1
1 1

Reakkerne nummereres oppefra. Den gverste med bare et 1-tal kaldes den 0'te reekke. Derefter
nr 1,2,3 osv

Diagonalerne skrat ned mod venstre nummereres tilsvarende: Den yderste med rene 1-taller er
debn 0'te. Den naeste med 1,2,3.,4.. er den forste osv.

Det betyder at vi kan nummerere tallene inde 1 trekanten p e hvor i er rekkenummer og er

diagonalnummer - der er det samme som det nummer tallet har i sin reekke: tallet 6 ovenfor er
P4y
- Kan du se systemet i trekanten: Hvordan fremkommer den 4. rekke fra den tredje?

- Kan du opskrive den 5. reekke?
- Kan du opskrive den 6. og 7. raekke?

- Kan du se sammenh@ngen mellem den 2. rekke og den ene af kvadratsetningerne?
- Kan du se sammenh@ngen mellem (a + b)3 og den tredje reekke?
- Kan du ud fra din udfyldning af Pascals trekant opskrive et udtryk for (a + b )7?

3. rekke

4. rekke

Sumreglen i Pascals trekant

Vi har set, at vi far reekke for reekke nedad ved hjlp af sumreglen, fx fra 3. til 4. reekke
gaelder:



3. rekke | ps P3 Pz P33
= = ) = =
4. rekke Py =4 Par Py =4
=6
n'te rekke Pk Pk
+ 1
(n+1)'te reekke Dot k+1

Leaeg marke til, at udregningerne skrevet med symboler er saledes:
1 +3=4 svarertilat py, +p; =py,

3+3=6 svarertilat py, +py,=p,,

Helt generelt kan vi udtrykke, hvordan vi kommer fra én reekke, vi kalder reekke nr. n, til den
naeste rekke som sa er rekke nr n+1 ved formlen: p , +p ..\ =p, . 1,1

Vi vil nu argumentere for at de tal der indgér i Pascals trekant bliver koefficienterne til

leddene, nar vi expander (a + b)", netop fordi vi har denne sumregel.
Vi vil argumentere ud fra et konkret eksempel, men argumentet kan let ses ma galde generelt:
Lad os sige, at vi har undersogt, at tallene i Pascals trekant er koefficienterne til leddene for

(a + b)z, (a + b)3 osvop til (a + b)6. Vi vil sé vise, at detet ogsa er tilfeldet for (a + b)7.

Hvis vi expander dette udtryk fér vi fx et led med a3-b4, og vi vil argumentere for, at

koefficienten kan fis som en sum af to koefficienter fra (a + b)6 .
Vi skriver:
(a+b) =(a+b) (a+b)°

Leddet a*-b* har hentet a fra 3 af de 7 parenteser, og b fra de reterende 4. Dette kan gores pd
mange mader, men vi kan dele det op i to grupper:

1) det ene a kan komme fra den forste parentes, og de andre to fra to af de sidste 6
parenteser

2) alle 3 kommer a'er kommer fra de sidste 6 parenteser.

Hor mange er der nu i de to grupper?
1) Hvor mange mader kan vi vaelge 2 ud af 6 parenteser? Det svar er jo i den sjette reekke, og

er pe,
2) Hvor mange méder kan vi veelge 3 ud af 6 parenteser? Det svar er ogsa i den sjette raekke,
0g €I Pgs.

Men s4 er koefficienten forana>-b” altsa summen af de to tal, og det er jo tallet i Pascals
trekant lige under de to:



Per T P63 = P73
Altsa er tallene 1 den 7 raekke preecis koefficienterne til (a + b)7

n
¥ Symbolet ( k)
Nér man opdager nye ting i matematik, indferer man ofte nye symboler for det. Tallene i
Pascals trekant, som vi ovenfor har betegnet p,, osv og generelt p, , har i matematik fiet deres

helt eget symbol og betegnelse:

D4y Skrives (;) og laeses "4 over 2". Det star jo for koefficienten til leddet a*-b* nér vi har
ganget (a +b )4 ud, og det angiver fordor: P4 hvor mange mader kan vi vaelge 2 a'er ud af 4
mulige parenteser.

Det er naturligvis indbygget i Maple, hvorfan man regner dette ud:

o)

Udregn selv med dette symbol koefficienterne du fandt til 6. reekke 1 Pascals trekant.
n

Koefficienterne ( k

) kaldes for binomialkoefficienter.

Lad os forestille os, vi har ganget (a + b) 39 ud. Resultatet vil indeholde alle led af typen
a0k , fx et led med a'"-b> . Hvad er koefficienten til dette led?

Du kunne jo gange det ud ved expand. Prov det! Du kan bare fortryde bagefter.

Men svaret er jo ogsa givet ved binomialkoefficienten:

Gg) =9847379391150

(?(7)) stdr altsd for: P4 hvor mange mader kan man valge 17 ud af 50 mulige?

Kan du svare pa folgende: Nar man spiller kort og anvender 52 blade, s& er man ofte 4 spillere,
der hver far 13 kort.

P& hvor mange forskellige mider kan disse 13 kort valges?

Hvis man spiller kort hver dag, og maske nér 20 spil om dagen, hvor mange gange har man sé
fdet en hdnd med 13 kort i lebet af 50 ar?

V¥ Summen af rakkerne

Udregn summen af de forste 5 raekker i Pascals trekant.
Kan du se et monster.

Rakke nr 10 kan vi summere séledes:
10

Z(lko) ~ 1024

k=0

Passer dette ind i dit menster?
Vealg selv nogle andre og summer dem.

Kan du argumentere for, at dette ma vere tilfeldet?



(Hjelp: Hver koefficient i en reekke angiver pd hvor mange méader vi kan vaelge 0 a'er, 1 a, 2
a'er, 3 a'er osv. Hvad fér vi sa talt ssmmen nar vi leegger alle disse koefficienter sammen? Kan
dette udregnes pa en anden made?)

V¥ Diagonaler i Pascals trekant

Er der mon et monster i tallene 1 diagonalerne? De forste to er lette nok.

Men hvad med den tredje? Disse tal kaldes trekantstal? Du kan evt sla op og undersoge hvad
det er, og sa se om du kan se at det stemmer med diagonalens tal.

Hvad med den fjerde? Disse tal kaldes pyramidetal? Du kan evt sla op og undersoge hvad det
er, og s se om du kan se at det stemmer med diagonalens tal.

Vi gik fra to til tre dimensioner og fortsatter vi pad denen made skal vi ud i 4 dimensioner for
at finde figurer der passer?

V¥ Binomialkoefficienterne og sandsynlighedsregning

Kan du se af ovenstdende, hvordan vi nu kan udregne sddan noget som:
- Vi kaster 20 terninger. P4 hvor mange méader kan vi fa 5 seksere? Hvad er sandsynligheden
for at vi far 5 seksere?

Dette vil vi vende tilbage til i nogle kektioner om sandsynlighedsregning.






